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Exercice 1 (4 points)

On rapporte le plan P & un repére orthonormé direct (O, i 5) et on considere 1'application
f de P dans P qui, au point M (z,y) associe le point M'(z',y') tel que:

r = 2y+2
y = 2z-1

1) Montrer que 'application f admet un unique point invariant Q dont on précisera
les coordonnées. (0,5 point)

9) Montrer que f est similitude dont on précisera le rapport. (1 point)

3) Soit H I'homothétie de centre {2 et de rapport 2 et M, image de M par I’homothétie
H. Montrer que le milieu de [M; M’] appartient & une droite fixe A passant par Q
et dont on donnera une équation cartésienne. (1 'point)

" 4) Caractériser alors 'application f. (1,5 points)

Exercice 2 (4 points)

Soit‘(un) la suite définie sur N* par: u, =1+ % + % +...+ ?—115 = 2 %
1) Prouver que la suite (u,) est croissante. (1 point)
2) On définit une suite (v,) sur N* par v; = 1 et pour n > 2,
Un=1+ ! et —
Imd  2Zx38 (n—1)n

a) Montrer qu'il existe deux nombres réels A et B tels que pour tout n > 2:

1 A B _
m=Dn = + o (0,5 point)

b) En déduire que, si n supérieur ou égal & 2 on a: v, = 2 — ] (1 point)
n

_c) Démontrer que pour tout n supérieur ou égal & 2: u, < v, (0,5 point)

d) Que peut-on dire pour la convergence de la suite (u,) ? (1 point)

Probléme (12 points)




Soit l'intégrale I,, définie par:

2
I, =/ cos"zdxr pour neN
0
1) Montrer en utilisant une intégration par partie, que: (n + 2)Ip12 = (n+ 1)1,
(0,5 point)

2) Montrer que la suite (I,) est une suite positive puis qu’elle est décroissante (sans
calculer I,) (0,5 40,5 point) -

3) En utilisant les questions pécédentes, prouver que:

—

n+ Iy
< ]
25T <1 (0,5 point )

3

En déduire la limite de la suite (L}H) (0,5 point )
n

4) On pose t, = (n + 1)Ipy1 7y
a) Montrer que la suite (¢,) est une suite constante.(0,5 point)

b) En déduire que t, = =

5 pour tout en entier n € N.(0,5 point)

5) On pose v, = nl?
L [n déterminer li Up. (0,5 point)
n+1 nIn+1: Mp—to00 Un- 0 P
b) En déduire lim +/nl, (0,5 point)
n—++0c0

a) En écrivant v, sous la forme

Partie B

1) Montrer que pour tout réel u > —n, on aIn(l1+ 2) <% (0,5 point )
n
2) En déduire que pour tout réel u > —n, (1 + %) <e* (0,5 point )

3) Montrer que pour tout réel t € [0, /7 |,

n

S\ 1 %%
(1—;) Setgs____ﬁ puis que (l—t—) 53“%<__1_n_
1+£2 2 - 2)?
1+§;)

(0,5 + 0,5 point )

3) En déduire alors I'encadrement suivant

v 12 3 \/E_z Vv 1
/ L dtg/ e%dtsf ———~dt (0,5 point )
0 0 0 2

a8

Partie C

/3



AN
Soit F' une primitive de ¢t — (1 - —TI) sur t € [0,4/n]. On pose ¢ : [0; 5] = R telle

que p(u) = yAsin(u)
VA 2\ 2
1) Exprimer/ (1 - ;) dt & laide de F. (0,5 point )
0

2) Justifier que F o ¢ est dérivable sur [0, §] et calculer sa dérivée.
(0,25 +0,25 point )

3) En déduire que \/ﬁfz cos" udu = F(y/n) — F(0) (0,5 point )
0

Ve 2\ §
4) Prouver alors que / (1 - %) dt = v/nl,+1 (0,5 point )
0

Partie D

Soit G une primitive de ¢t — = sur [0,4/n]. On pose 6 : [0;5] — R telle que

(+2)
8(u) = v/n tan(u)

v
1) Exprimer / —12—_,1 dt & I'aide de G. (0,5 point )
0 o\ 2

14—
n

2) Justifier que G o @ est dérivable sur [0, %] et calculer sa dérivée. (0,5 point )

3) En déduire que \/5/4 cos®?u du = G(v/n) — G(0) (0,5 point )
0

L | :
4) Prouver alors que / R dt < v/nl,_z (0,5 point )
' (

1-%)

Partie E

1) En déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n > 2

Jr

+2
e"7dt <+/nl,_; (0,5 point )

Vilpg < /
0

vn
2) Calculer la limite lim / % dt (0,5 point )
n—+4co 0

‘\‘_-) ‘-)




