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Exercice 1 (5 points)
Soit a € R, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct R = (0;7;). On
considére I’ensemble (Cq) des points M (x ;y) tels que x*+ y?+ 2 axy + 4x —a?=0.
On considére le repére Ro= (0; U; ) obtenu par rotation d’angle 6 et de centre 0.
On note (X;Y) les coordonnées de M dans le repére Rg .
1) Montrer que
x=XcosO —Ysinf .
{y = Xsin6 + YcosO (05 poind)
2) a) Donner I’équation de C, dans ce nouveau repére. (0,5 point)

b) Comment choisir 6 € [0; g] pour que le terme en XY de 1’équation C, dans ce repére
soit nul ? (0,5 point)
3) On suppose pour la suite que 0 = g .
a) Vérifier que dans le nouveau repere (Cy) a pour équation.
A+a)X?+ (1 —-a)Y2+2V2X—=2V2Y —a?=0. (0,5 point)
b) Déterminer, suivant les valeurs de a, le type de (Ca). (1,5 point)
c) Dans le cas ou (Cy) est une parabole, déterminer le parameétre, le foyer et la directrice.
(1 point)
d) Déterminer pour quelles valeurs de o la conique (Cq) est un cercle, dont on donnera le
centre et le rayon. (0,5 point)

Exercice 2 (4 points)

Soit f une fonction définie et dérivable sur ] 0, +oo [, et qui vérifie :
Vx,y €]0; +oof, fixy) = fx)+ fv) ().

1) En utilisant la relation (1), montrer que f{7) = 0. (0,5 point)

2) Soit la fonction g défini sur ] 0, + oo [ par g(x) = f{ax) ou a est une constante pour la
fonction g. calculer la fonction dérivée de g sans utiliser la relation (1). (0,75 point)

3) Soit la fonction 4 définie sur ] 0, + o [ par A(x) =f{a) +f{x) ou a est une constante pour
la fonction 4. Calculer la fonction dérivée de 4 sans utiliser la relation (1). (0,75 point)

4) Déduire des questions 2) et 3) que si f'vérifie la relation (1)ona:

Vx,y €]10; + o[, af'(ax) = f'(x). (0,5 point)
5) En déduire que le nombre dérivé de fenaest f'(a) = f—/i—lz (0,5 point)

6) Vérifier que la fonction logarithme népérien vérifie la relation (1) et préciser la valeur
de f'(1) qui correspond a la fonction logarithme népérien. (0,5 + 0,5 point)
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Probléme (/! points)
Le plan affine P est rapporté au repére orthonormé cartésien (0; 7; ). Le nombre A étant un
réel donné, on considere ’application £, qui au point M de coordonnées (x ;y), fait
correspondre le point M” de coordonnées (x'; y’) telles que :
xX=x+@A-1)y
{y' =2x+(A-2)y
Partie A
1) Déterminer les valeurs de A pour lesquelles fA est bijective. (0,5 point)
2) Déterminer lorsqu’elle existe f; ', I’application réciproque de f, en donnant les
coordonnées de M en fonction de celles de M'. (0,5 point)
3) Existe-t-il des valeurs de A pour lesquelles £ est involutive ? (0,5 point)
4) Quelle est la nature géométrique de /1 ? (1 point)

Partie B
Dans cette question on étudie fp.

1) Déterminer I’ensemble des points invariants de f,. (0,5 point)

2) Montrer que I’image par fo du plan P est une droite (A) globalement invariante par fo dont
on donnera une équation cartésienne. (1 point)

3) Montrer qu’il existe une constante réelle non nulle k telle que pour tout point M de (4),

d’image M’ par fp on ait : oM =k OM . (0,5 point)

4) Montrer que f; est la composée d’une projection p et d’une homothétie # que 1’on
déterminera en donnant leurs expressions analytiques respectives et en précisant leurs
éléments caractéristiques. (2 points)

Partie C
On suppose que A # 0 et on pose ff = f; 0 f; et pour tout entier n supérieur a 2
= fiofi*"1.On considére la droite (Dy) d’équation y =x + k .
1) a) Montrer que I’image de la droite (Dy) par f; est la droite (DY
d’équation,/__= x — k . (0,5 point)
b) En déduiré/l’image de la droite (Dy) par fi" suivant les valeurs de n € N — {0; 1}.
(0,5 point) '
2) Soit Ag le point de coordonnées (1 ; 0). On pose A1 =/ (Aog) et, pour tout entier n
supérieur ou égal a 2, A4, = fi"(4y) .
a) Montrer, par récurrence, que les coordonnées (x» ; yn) de An sont pour tout entier
Xp =2u, (1) +(-D"
Yn=2u(4)
ou u,(4) estun polyndome en A de degré (n — 1). (1 point)
b) Préciser la relation qui existe entre u,(4) et up.1(4) . (0,5 point)

c) Endéduire que si, A # —1,alors : u,(1) = A—n—;-i_—lz-): . (1point)
d) On suppose que A = — 1. Calculer u; (1) uy(4) us(4) . (0,5 point)

Exprimer u,(4) en fonction de n. (0,5 point)
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